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30 R. Blum és De L. Hanaon /1/ dolgozatukbaa bearzonydják a t->övetkező laértékel-
méleti tételt Ha RI 	tetszőleges ha*az, 	az 	PAU definiált 
T 2,, -oak. valamely mérnető invertálhatá xx/it. anszform6,A14, 	és 
pedig 	 definuill* T-re nézve invariásal Sir T-re vonatkozoan Ix etemein 
megegyező  Talésztaa86se rnéi141■',144 &Klux AA. y 	Eanek a tételnek a felhasznii- 
Matt vat kimutatfák, bogy az 	i definiált, T - taTartána való,szinliaéit mértékek 
ken vex halmazáaak extremdlis pnt,ai éppen a T -ergoilikus tr , '‘rt6kek4 (AIWA eredmit-
nyiinktől ind!Ivat, a T- lavariáns valásAntiségi mértékek ergodikus mériékek szerinti di-
rekt integratfeloontrisát ts elyégzik, legalabb Is aboan az esethen,, amikor 
repét pedig 	et_ 	(al..- timeline valoszinqségi nyomoperácitg veszik Ai,. Az 8186 tS'tel 
alogonj4t altaleinosairban, tetszőleges 	N OMB ann-alge:irlr6ra. éa azon definitilt 
, 	xlif-ler, a gyenge topolágiában folytonee Used:is formákra ts bebizonyitjuk. 
A dolgozat első pontjában a 2 pontban felhasználásra k&üIő logalmakai es tételeket is-
merteljük, a 2 pont saját eredményeinket 'tartalmazz'. 
A dolgozaloan az absztrakt mérték. ás integrilelmélet ilovábba a funkcionálanalizia alap-
vető fogalomNikottisati és tétetett Ismertnek tételezzük 
x) Az lit szereplik a Neurnann.algebrák elméletében használatos., fogalmak meghattirovis 
lásd az L pontban 
xx 	T L mérhető lavatittlhat4 trauszforrnádájaw ha uf?.• 
it mádon képezi le önmag4rs. 6s in 	
kölcsönösen agy- 
Artelm verzável Watt méritető. 
xx4 Legyen ra egy pozitiv valós szárflo. 	 peals_ 	korlátos 
•peratorataak valamely halmaza, A la Nathan ott gtpezitfir őrt,_ -m- 
nem nagyobb normája elemeinek a halmaz4, 	 pedig qin't V-t, NvA, 	 hri, jab% 
es T. olyttn, hog:, ra ,':lameL invaritins ji. -Dell nalmazon minden ergodikus mérték 
ellunik, akkor minden in vartina valő*zinitatill mérték is eitiinik e7e,n a halmaZons, Ez a 
kitétel azonban tarrnész,etes mivel az integrAlfelbontas létezésr., maga titan vonja ennek 
a te ljes ülését, 
Jelen dolgozatban Blum 68 Hanson tételeinek analogonjait blzonyttjuk be when az esetben . 
amikor az ...74 azerepát egy a /vige../ Neumann-algebra, T-41 et automorilit-
9 rausainak vale:an-4y 	7 kommutaliv csoportja,, az invarlins valoszinüsági mértékek sze- 
ne 
C. 
x ) k_AlapytkiLtogR:inalt es tételek a Neumann-algebrák eLnéletéből.)  
Az ebben a pontban ismertetett fogalmakat es tételeket a 2. pontban hivatkozás  nél-
kül fogjuk felhasználnl. 




összes (az egész térben értelmezed) korldios 	operábotti- 
nak a halmaza. 
) trezőleges Wit részhalraeza esetén )8 	( ) 	M. ( int 
kommuhinsiii, vagy is azokbak az operátoroknak a halmazát ) -bet!, 
amelyek felcaerólitetők 	hitnden elen,ével. Legyen 	ÖN.. 	= 	(*t  
Cs a 2.3 . . . 	. .) és ót 
Először cictniáljuk a Neumann-algebra fogalmat 
L L Dettuicd4 	( 	) elemeinek oly an1 az egységoperátort tart4m 824. ec 
tim el y bármely kel elemével együtt azok filtearis kapcsolatát azorzatát. bár--
mely elemének efljungáltját la larialmazza. Neun,ann-algeqrtinak neyezzü.k ha teljesül ra a 
következő, egymással páronként ekvivalens, tit feltétel : 
(D C= et,i1 
(o. (2')) 	(C. 	ft4 ) a gyenze topolegiában zárt 
(9! V)) a au. 61,, 1 	az erős lepolóitában zárt. 
Neumannealgebrára egyer.erii példa 4 	). Ha 6{., Nehmann-algehra. akkor 	As 
I 0. 4 	eLr 	CI, 	‚ami nem map,  mint 	et. &a 	 közös centruma, 
az. itltalárOSsDhan. akárhány NeurnabaZalgebra metszete is Neumann -algebra. 
Neumann-algeivákra érvényes a következő két ái[I14a. 
L. I.ktrama. 	ft Neumann-ale-bra rakclen eleme előáll 	Li.. 	elemeinek lineáris 
komblii4dőlak041: 
It 24 Lemma's  Ilfty_ T ( tog( 
kaikyk_bele egz_ 	Neumann-al 	apektrilseregének minden eleme neletarto- 
Jac 	Et_ :Ai. 
Most rátérünk a tiozttir kneads tones fugaimanak ismectetésére. 
2.agekl:4L, Ea a_ Neumahn-algeorán definiált 	lineáris format wit viLi ejk neve- 
zihik . "a -hi. ha teljesül a (() (T) 	0 egyenlőtlenség tirmely 
rtitorra. 
Kz Itt szereplő fogalmakra vonatIcozhan lated /2/41 
)) önedjurigállt epertitor  akkor es csakis akkor , 
ett-- 	one- 
15 - 
A normalis pozínv lined& forma definíciöja a következő ... 	.1 
1. 1Del_19,1A, Egy (-1:- Neumann-elgebrdn ertelmezett T poitiv  lineáris for-
,r, i-: 	 _., : 	.:40 ,.. 
mat norinálishak neyezlinkt, na c:-1, blemely T legkiseoh blső,korláttal rendelkezó. v,,I 	s;..  
flfelA hilnyított °''S' reezhalmaza east& teljesid a 	(to (T) . sup ' ii (S) 
„ iyelitteg6,t .4 ..,i,i, , ű "-...,:'.tt.';'.»ti ,si, .ti'; , /..L..:1,.. 	, 	,. ,...,, .-• ;Iit; . ...,Lflittk,1 *Itii:Cra:t*Q. 
.,•;41t'll-)t  losuarzil1ora6hIs mA 
PozItiv iinearis fo7mara  Tf ,, a nil! st következő 	.,. : A..  -air_  I. 1 TAILL Esy c,I. Nbrin Inn Asttran kti Jalezen_ko,A. , v .(_41/Ativ : forsIlfi vonatkez6ao,  
vammeamozoime 	 t.. i :;,,‘ ' 	_ _ 	fj 	aoh(14,Vol  
	
. ., 
a kö 	fq..13 feltAtelelzwk ,  - .• , .,.,... 	 saileilii ralk)r.icq „S A 
44m/ills •:, r, 
f„) 	..),- (..1.,..,,,, •• -.., .....:,.; ,, , 	,.„ , •..4... 	.,... 
r% 	' ab A NASSIA 
13' 4 	-!-NLILLengiglio.kiSTA.8._it-„,•, 	.p.-. d ik.Waalette 
iiiii) ) ( 	 - a i ' 	
. ...oar_ A t 	t 
I 	
-en, erőseq b . ti:Lsno„.s 	.k.:.) 	(T)  , Y KI lehet mutaini, bogy egy (k. Neumann-slip:4)0-n értelmezeita :fat, noriadis pezltiv , AO ttak-' E, 	 - 	..,..0... . 
lineáris forma eseihn - azon projekniá közőti, ameirFn f.e i'zértre ‘...rtóket vesz , - 
't;lofw-itil„ 4iiriiiiiiiiiag. 6.6 rtaz 1 	rainden- olyvt zerőhelye amrly i egypen-projekci4 is. 
1- ,- 
413sziiii1i.V.Triiijiiilezfltz 	árielmiien'aregballtrozeli niaxPngt origel‘AF 
, 	 rai'igrt ) It -4. iian , e ' IJ!..1.txt ni '.».  'ti, 	 :' sititc.,v-,";:e.  1.1.■ fl 
Le 31-4444M,,,„, . gleffOrfte* fie/1301M .101ffii . 
,-- 	 461611it 	WI ,.1:4*bl_41-.6-16I.2i,d1 *S' 
Most beVeZéLiiik a valőszmus gi n»:,i-Loporácii• fo 	- 
4 ggriki..,7- 11'ir 	6 ' 1teuiriatin-aigebrrin ÉTtelmezeit T 'Worm álj 	zit/ -linelirls for- 
at-'-44411=i'iPt.k5s.ilatiF,egi nyomoaertioiónak ni3vezziik 	 h a ,te pea ek 1914@tkező felt& 
Ink. : A -sAil(aoi-le 
eilicionti);le: 1, (0 ,.... ,.., 
laioq" op cf,-41iter `invaríans, vagyis ha U E a unit*. T pedig e,,, .....,,,wes elem 
- A 
i 	 akkor Lanni!! a Cf (UM , ) tr T ( r) egy,160011, 	 , a. 
• 	 A. 	It 
L 	 ' 	NeitruanD,..„54e,k1t.. T 	 a UTU 1 
' 	kN -El 	. 
,■•3 
- 	  
1441041§11.1..%. 
(1) 
,-. 	Fr 	i 
gunek a thialnek a feihasindi4sával Az t, I.; 'Tételbái.Ovakezi 	 11R-,4dan A 	-A deft 
, 
ilStlif.M .1Aibi0  .41r3V,
'K. 	 - am yaiószinfiségi nyomeperációra fennall A t(1) ,= t:t. t A,..gyen.14,86g. ,t,1', 
,. 	
InheN8  \i,\E•to ,ii,■ :g ,I'v:, :',, , ,,,, 	. - 	,, znian rátárünk a air -automortizmus fogaim ának  meghabirelásávkit 
t,' 410. BM' 	Nenmaan-algebra önmagara  való kölctönösen egyérte Imil e le- 
képeiée6f 	 14.4ntomorazmustinak nevezzükt, ha 
' 
aY se 
t 	)--) A iovithblikati:" 	lesz azámuakra a kö ye tkező 
.114 
lesalábl) jay T lq 	elemébea metazi .A„. 
	  egyenietesen iirt, 4.011 	k  Ment  it gee 
(1) 	& 	linoáris leképezése, 
(ST) 	(S) 	(T). 
(iii) 	 Ha T 	et akkor ecrt M/4- 
A továbbiakban 	-automorizalus helye4 eaak adomorfizmusi mondunk. 
Legyen Neumanp-algeure es e 	apionnarfizmuse, Könnyü belátni. 
nogy skkor sautornorizmns tovább' azt Ia. bogy 0 a poymy aper.to,„it 
PuzIlivokne, 5nadjunsi1k operttort önadJungáltbat projetela pedig projek.eldt,., `3.7 di. 
Az euiumornzulusak toprAgtal tulajdonsagaira von atkozik a kövitkező 
1. Tojet, Laizz 	Naumann-algebra, 41 ws 	automorfizinuat4 Ekkolf 
. pasys, (1. 4 	g4 	enge_ topológiájában, a 	az  erős topológiában Is.  
A 2. pontban Welke/Ina valószinübegi nyomoperációkat fogunk viz3gtila E gy  
algebra és eSe annak .13 automorliz,musa esetében 	-nak egy 	Cf valösAnűségi nyota- 
opericióját kr,aritinsnak nevezzük 	-vai szembe ha Dázii y T ( G 	) esetében 
((I( T) (C( G (T)). 
2. Tetelek  örvaridna valószin ii§j$ALEyomoDer4014ra 
Legyen 	-Ielezőlegea Nemnann-aljebra., 	 atgomorfizmusatuak 
kommutativ csoportja. es jelöljük 	-Tel azoknak az & ..e ÓrAmezett, 
gyengén folytonos /beads formáknak a nalmazoilp amelyek invariánsak 
minden elemével) szemnen, Ekkor tennill a következ4 
24 1.1_*. 1.1_1!_i_rimgy 61_ -belt T operidorhoz inialbat6  legalább  agy otyas 	- _1(fidAJ2/1 
T . " ouertilaLL-igglyre fenntikA 	Lf (T) = V (T g ) egyenlőség (R, 
Imiry Cp _*1211n re 
rit 
B I z -0 n h it A ii. Mivel et mindan eierne ei5111 	ut. I -bell elemek lineáris i 
4 kombinticiájakénto, a tétel bizenyilitainal szoritkozhatunk csupán 	CC. -belt T °peril+ 
rckra. 
4 t Legyen 	0 	a 	csoport T pedig ■-4.,, 1 lei/meioses eleme, es vegylik  
1 
a T 	j- Z 4‘.. 4 & i( r) 0, L 2.. , , . ) opertitorokal. Nytivinto(Ta ) 	7_ r (T) v 
( ‘f ‘Vt- ) 	I I = .1 a 4 -.. . ). Tovdbbri egyszeril Sztimolds nij,in adóclik., hogy 
T 	= 	'.1 C&11(T) .- 4 , tong a 	„ 4.1 
(I) 	( IV (T ) - T Írt'- 	 -'- 	. la  




Ha a 	Tu °:). 4 sorozatnak csupán véges sok különböző tagja van. akkor létezik egy 





1\ 0 a 
n4  
) - T  ni 	 Ilk 
IA -2 	d (T ,)...T 	11 	2 
. 	
ebből viszonto ha ik 	 Mc 
k -.9 etc ) az köveLkezikak hogy (k e (T 	_ T 	II 1:2 O. vagyis n4 
	
6 (T ) - T 	Ny!lván fennáll a(T) 12 t (T a
4
) 	( cf (.0 ) egyenk- A , 	n A 
seg is 
Ha a i Tui gicn:..,4 sorozatnak végtelen sok különböző tagja van. akkor -mivel at-4 
a gyenge topológiában kompak - a sorozat 4agisiból alkotott ipilmaznak van  
legalább egy torládlist pantja, Legyen T e 	egy tlyen torlódási pont, és legyi.n 
i A 3 L - ( g- I 	az L fe1fel6 franyitott indexhalm azon denial' a ( Tfil / itAisorozat TO 
-WI ktilönböző tagjaiból alkatot' T 	-hoz a gyenge topológiában konvergáló sorozato f) 
jelekkel 
(2) 	A 	T 6 	A , 	T 	,46is A L. ." TA (valamely n-re) ( ce 
(2)441 köiietkezik, bogy minden k természetes számsez találhatá olyan L(k) index I-6 
amelyre teljesCd, bogy A 	Tk 41 ha (n.(10. Ellenkező esetben ugyanis k mint 'az kön 
belátható, létezne olyan 1 	E- I) index* amelyre 	Te Legyen most E te 
loges pozitiv szamo n( E) Pedig egy olyan természetes szám, amelyre 	E 
Vegyünk egy olyan 	( 	 e 	Indaxel. amely nagyobb 	(4 ), • . 
indexek minclegylkénél., Ha most ' c >t( 0,,, skkor 4. 	T. ha k A n(E), igy 
szerint II6(A 1 ) A Q < L 	a-eh/U. mivel E tetszőleges void 49(A L?  
igy mógInkabh -0-(A 	- A 	ennek alapján vislont Igaz aeft .)461- 	iimeszre 
amiből O (T ) G 	1‘ .'A t), 4.6( A ') 41' 	•/1 elemeinek (9,2-, -en  való gYeng 
folytonossagitoól következik a C(7 (T1 ITO) 	t A egYeraisség, 
fiddlg azt bizonyilettek be hogy  Q teta alegoolhat 64inirmely T eleméhez van olyan 
T 	operator 	amely e -Tal azednaes invidamote an 	(T) at" (CT ). h 
(e 	. 
Legyen most 	-sek egy mitaik litiliotgorazmustt. 
Könnyen oelathaté. hogy a T & a fx (1 	) 	operkarsk bármelyike, vagyis azol 
amelyek az elönn megadott kenlirukelőkkal adOnak* Wad . p _iair mind 9 	az4 
kyariana, torapai aygrialrid4 !ma (( 	e et ). -4 ((Ea. Ebből egYezerti 
meggondolások at* belles indukcitival kővelkesti. holly k4 	I. 	a„ a gesopoi 
véges sok antomorfizmusa es T &at. akkor van olyan T 431 	• 	eleme , 4%. 
amely invaritins ezen véges sok automat-limns bármelyikóre, és 	(T) 1(T911...161
• t (--6t 
^ 
44 eddig Anon dottakból tétellink már kömyen levezethetó„ Legyen ugyanis e a 
csoport. T pedig et.4.4 tetszöleges eleme. es tekintsak rögztielt T mellett azoknak 
az A O (T) operatoroknak a haltnazall. amelyek beme vannak sul.4 -ben & invarbinsak 
19 -vat szemhen,éa igaz rájuk a
AG tc 
( T ) (('(A e. (To egYenlőaeg. 11a ce 	, 
Ezek a halmazok maiden 	-ra 	-ben gyengén zartak, es a fentebb in ,:ndottak sze- 4 
rkt centrálls reaciszert alkotnak. What az összes ilyen halmaznak van legalab egy ko4ös 
T Pontja, Er azt jelentl, bogy van a -ben lepalább egy olyan TI opereot-, ineJ 
invariads -yet szemben es (T) (Te)' ha ((eat . Ezzel oe-
bizonyttottuk. 
A 2,1, tételből következik an alábbi 
2.  Tébel. HA 	é lemeI,sCci 	'0:45 dayansspoiekcióin, akkor t =- 
13 I z ön -y I t á a. Könnyen belátható, hogy a bármely . T 'onadjungalt Operátora . eseté 
( er 	( T)),,@ (E(T))( 	) (E (S) -se' jelöljük c. spektralseregének a X 
számhoz tartozó elemét, ha S G  a ). tehát 	minden. (.. .porttal szemben invarians 
operátora spAtralseregének namely eleme invariáns 	- vel szemeen. 
Legyen mármost Co ás 	Olt elem ás legyen t 	 projekcif5in. Ve- 
gyünk egy T operátort O.j-Dól.  a 	sorozat tagjai !,-)edig legyenek T spektrál- 
s 	 herege elemeiből alkotott lineáris kombinticióko ás alljon fenn 	- T 90 ihmeezrelació. 4. f- 
Nyilván TnEei vaitmklyen g 	.461 kezdve. Mivel ás 	L-4,-612 az egyenletes 
topolágiában is folytonos, továbbá minden  T  invEtrIfins projekniók lineáris kornbindeitkia, 
fennáll a lei (T) 	tet.(T) egyenlőség. Ez az egyenlőség azonhan fenn4111 q bármely 
variáns T elemére taw mart 	 Neumann-algebrát alkotnpeadLigte- 
ris kombindeiöja. Tátelünket a 2,1. Tételből most mar könnyen levezethetjük„ 
hat 	mtnden 	-invariáns eleme 	e.. 1:3 	 q_ bavaritins operátorok line - 
Legyen most 	a antomorizrnusainak tetszóleges(nem szükségképpeid kommeatty ) 
csoportja, p -Invaritins valós.zinfiségi nyomoperációinak 
ergodikus elemeinek a halmaza. 	(c -t ( 	(-Q.) ergodikusnak nevezzük /4/ 
szertni, ha a t (P) 	0 ás a 	(P) 	4 egyen1ősegel. köz(1 1 az egyik teljesül 
minden 	-bell P projekcióra. - A 2, 3. tétel altalánosititsa nyomoperácIók 
esethuen a következe 
in 
20 3 . Tótel. Ha 	ás 	tartoznak& 6. bármely 14 -be eső 	-re nézve  
Martüns p projekció mist& q4 (1))t.,(p),A,L,cor. 	;7(6: 	 
	
- 	- 	j 
Bizonyit4 a. Legyen 	 - ( 	
ot
#9' l‘P l& -en nyilván gyengén folytonos. 
s mivel 	gyengén kompakt& ezért 6(4 4t -en felveszi loirechnumell, tehát 1 	 t 	 4 
'flat (C 	(T) 	c( ( A) (A 	) 
A 	-leképezés létezése miatt feltételezhetjük, hogy A E a 
Pukeinszky /6/ szerint # prOjekelönak is választhat' A nizonyitás teljessége kedvéért 
emlékeztetünk Pukánszky gondolatmenetére a Evégoól legyen A 	1 dlia 	A 
speictralelőálittáss, Tudjuk, hogy az egyenletes topológiában is folytonos, enn61 kö- 
vetkezik& hogy 
(A)  
Hasonlóan ad4dik, hogy ( 
kO(J-k 
Vegyük észre. nogy 	(AE) 	monoton növekvő függvénye I Ellenkező esethen  itgYanh 
volna egy olyan E•41. (2 	intervallum /Pt lien* amelyre (4 0 - 	lip 
Ez azonnaz ellentmond A maximalitasának. inertt(A(E r, 
() 	- E.()) ..ct (A) 	A). 
teivitt(A)(/l-(Ep- EVA). 0(:fit ) 
(f(AEa) növekedéséeől következlk, hogy(.1-ntionoton n6 /0, li-Den. rgy 
a of/ cc Ea) d 	( r Es o ) 
tehát 
/DA 
Tehát valóban. 	e:tA  -en felvett maximumát felveszi egy LA -Dell projekcióban 
Legyen most E él; F ^ két maximális projekoi6 aÁl -ből. Ekkor EUE= E t F EF is 
maximális projekció, amit mutat tEVF)-1(E) 	 f(EF) egyenlőség. 
Enből Ce -nek 	ekt -en valő erős tblyionossága miatt következik. hogy ha E 1 
( 	) maximális projekció& akkor az B 	V4 I • 	• 	' ... i'kt) projektO is 
maximális. mivel a 	 (e) projek4h -61 i tatott véges uniók sorozata 
4 Iv k 	L. i ic 
1(2 4 • • 	•fc,b, 
erősen torlódik E -hoz. 
Mivel e4.- 1 -hell mamimeilis projekció lé t ezik&, a fenObbi meggondoleisek szerint aitnel 
-Invarians maximális projekció is léteziko (Könnyen kimutatható tigYanfsit hogy E 
-Invalizins„) Emek alapján fennáll a max Co (T) rz. 0 egyenlőség., összes eddigi 
meggondolásunkat (6- ((.1 helyett C(2 - 4' 1 	-gYel végezve el, azt kapjuk, hogy 
min 	+ 	(I) = 0. Ez az előbbi egyenlőséggel együtt azt jelent‘ hogy cfc (T) = 
haltt4e i • 	Mivel Q minden eleme előáll A  elemeinek ljneúrfa
komoinációjaként 	t 	0. vagyis  
A 2. 3, Tételhez earitlakozva kimutatjuk a következő kiegészítéseket ; 
Korollarium. Ha 	49 6 FI (68 	lv abszolut folytonos  x) 
-re nézve, akkor  
rx.ti Blzen y I t é & Legyen ugyanis P egy 	invariants projekelo 
Ekkor vagy 	/P/ O veigy 	— P) rz 	* Ha t 	z O. akkor T (P) cula 
	
(I --13) = 0 • akkola P. 10- 0 	tehát mindkét esetben((P)-1(P), Wye" 
P tetszőleges volt ) 
2. pUárhirn. Ha (( és 	Cr 091 	tartoznak, akkor vagy merőlegesek /cx),_vlgy 
azonosak. 
Blzon ylt It a. Tegyük lei, fogy 	ít, 	Ekkor van E3,. -ban egy ()bran 
..tylvartana P projeketó, amelyre T(P) = 0 68 i0P) =4 igaz, Rögtön látható, 
bow 	Et( _ZP. teliá( I-- (I Et ) = 4 • amiből köveikezli, hogy I  
teintt E 	0 
\ 	' 
Korollarturat - konyez halmaz, és 	gY4etn 648 pQhick ö sszesége  
B l'i o nyit a 8,„ Az első állitás tralálla, A második allitás bizonyítása végett le, 
gyen 	c( &UPI és legyen Ce = t ki0 .1 	+t /I 	-0 tfi, (0 4 I < A 4, TAI t tee) 
Ekkor 1.V1 erazoltrt folytonos .1 -re nézve, Igy az L Korolitirium szerint ryf:Yt.i• 
tehát cf 	extreználla pontja (r)  -.nek,  FordItTa• legyen c(e- 1' 	68 Ce 4' 094 n i..4 Ekkor van D. f -ben egy olyan 	-Invarlans p projekető, amelyre fennáll a 
4 
egyenlőtlenaeg. Vegyük most e -01 azt a két  
a következőkém en vannak dertnitilva : 
4/4 (T) r.: (e (Tp) /t(13 ) és tr,t(T) Lz- y(T(1 - P))/ki(l -P) (T C-0 ). 
Ekkor ,....yi 4. 41-.2_ 	(Is fikt(P) 1/4 	li - 13 ) tez:*- teitőt (tv rim extremas 
pontja (l?' -aek. Ezzel a lemmat bebízonyitottuk. 	
. . 
A továbolaioan fel fogjuk teteleza, bogy 	kommutalk. Ekkor fennáll a következő 
4, 1. Lemma, Bármely T . C- e,+,1 operátorhoz és () - ''4 Ki4 valós szamnoz található 
ail - -- be:1_0_5.44 ''' Apyglans P PrOjekelamelyro T (N.. 4 ekvivalens  azzal, 
bogy (( (T) -IS'
.<5 
 •  telSalegea 	1),i  
,
x) cf , —et akkor nwezzak  abszolut folywnoanak 	2.. .--re nézve ( ri 1 te-t. 6-(? ) ha 
balm* a -oelirprojekció esetén .itL(P) ,=- 0-oól köwq.kezik* bogy  
xx) c(4 68 tt Of4,(trE-0°) defiructé azetint akkor mtrőlegesek egymelsret, na E ri  
funkcionált, amelyek 
- hi! - 
B i z o n y i t li s. Legyen T c.--et, i-4 	,o< a 0 .:.€: c< 	A 
feltételt kielégitő valós sztim, és vegyünk egy rogLatelt 	T 1.1 -et. Ekxor nyilván, 
(( (T) '.."-- CC(Ti'l ), ha 	C-,01,1 )és nyilván T46( d..11 ) 41- 4. Vegyilnk most ca o .1.,_bő t 	/ 
egy olyan. a továbniakban lerögzitett. T operator' amelyik invartans ttr - vel szemDeii, 
of its (C(T4 ) :-- t ( T) bármely (PA -bell 
" 	— 	
esetén. Ilyen T operátor a 2. L T1 ■ 
/olz,oilyitása / szerint létezik,  továbba T -invarianciaja frti:3i:p a Z 2 	Tétel 
blzonyitasfiban mondettax, szerint 	apektrálAeregének minden eleme 	-in -tartans. Ki 
togjuk mutatni, bogy T- spektrtilseregének E cA eleme megtelel 	leninuiDdr szereplő 
P projekcIótól megkívánt teltételeknei. 
Legyen ugyanis 	e 	644 legyen Atc az a legkiseDn valós star% ainelyhez 
tartozó E 	projekcióra _(17 spektralseiegéDeu) (tp 	alkahh:zvate 4 -et kapunk,, Ha 
(me (T) 	akkoft(T) 	igaz, tehát q7(75 =" .C;Ldt(E0,,tirii ,vagyis 
Ha Vle 701/l kytE 	,a.kor ko(t) 	 amivel a lemmat 
bebizonyitottuk• 
A tovaouiaknan a ,(p -Dell nyomoperációk ergoaikus nyorriOperác;:ők szerinti direkt Integri 
lelnoatástit togjak elvégezni. Hogy ezt eg,yalitalán megtehessük„ let 	tételeznünk, uogy 
e nem tires, továbbá 874 is, bogy an valamely 5--) ..invar1ans 6111 -Dell P pinjekeión 1 
min d en (/-ergoalkus. nyomoperacióllikanik, akKor 	(P) 
d2 oti 
is tételezziik te14, hogy 	kommutaht, 
rendszere. A következő állítások evidensek : 
oJ) Or p3e:rili _ P 
(I tetszőleges indexhalmaz) 
e felett. Legyen 	6-09 és definiáljuk a 
BeDizonyítjuk, nogy viAtto valászinitségi mérték 
Először megmutatjuk, hogy 714 4,1,. egyértékii 
Enhez igazoljuk, nogy a következő két állítás 
(I) ti 0%. 
(2) 	CC (P q) 	minden te-024 
lenuttil uárMelY 
-re is. Valánan) tegyük meg ezeket a teltevések€4. ás természetosen tovtiDdr 
107 	 • i Legyen p tetszőleges 	-mvarifins projeKció 	et, - Dől. DeitnIfiljuk 	II P 
kező módon : 	Tf 	Va' CO ‚ e : ,e, (P) =4 , Legyen 11 1 az összes ilyen P 	1..." 	1 
-t a köve 
• 
(ni) lrij 	P *kJ 	li p 
4- 	ibtX 	L 
Ezek alapján adódik, bogy a C.•algebra 





r . 2 
Ha ugyanis 	n 	 - 	or tetazőieges 	C- (P4 	eselai Tally r (p):, P 
..- 0 VigY 4-t 	11 0 *tuft -T(pq. 	Pahl's%) as IT c, ic 
atkor, ymc egy *an 	(r. 6-(P, 	aossfyre 	P 	( ) 	4 	de 
akker P Q z 	iSY k amit;ő1 	(pQ 	ben& cem 
igaz 	• 
AA ddsgi 	iapjá már,icámulen 	hol‚gyirkfall L.seien teiyas 	24.(11- 
"Tr p 	.ii 6t ekkor p 	Elas :71 	= 	11- p 	."-F.T4 6* f: 	 I • 
‚1 	T., tea& Da 40E-d" ) skkeret(P<! 
Q 
( L 	d,(,) 	0 	=itatoől kr (;)) Attsk );vagyp 	(ir e) 	Aktra.a.). 
Lesgyea rood 	57„ h 	rontiat Wigan etlementek ear. ozava3 Etter c, fanteeb 
etzwitylkottak. szerini 
Ak(r t 	 ti; ) 	tg y 
, 	 2 :1: 4 	 - 	 4A 	?• P• a 
y (2j. 4 f ) - ).17:„ 	P4‘ 
Ez azt jAientiPJ t';')Ur' A•-4, ategazituilathojfm addtotity 
	
0 4,3 	t 	, 
Igaz kehtit a kő veikez4 
2. 20 Imams, /41, fittAtilke.c.Arge 412_3148zir Ciehg old:2Lteji:  
A. LevdtAttakaai; ezői.a4güttk leasma.s: /t4.." e7;thriatt Integrilok eseteboin 	klasszlicue 
t, ,besstaeAkei tozzanyos őrtgliambee vetialtaidnaeitttaera. Ezért heavetakfiik a következő 
fogaim üt 
t2,4 kaskagt; 	katruszOn 	 C-siligettát.az g nj nevezitak 
LQa -4,4; 	iikárudny elemáral 	out egyeslási' tiiititczai Ts larisimazza, 
2.2.atiki41 Legyen 	norm* algebra 	 pedls 	 va16sztn i17 
e6g11 tadrték. //A. 4 r3onnnitenak neviaztak, na (4%16 irán yitokt 	rész. 
f 
halmaza eseten 04109E! a Sup 	.1-4 CB) (iRtv E ) egyanlőah. anol 	-yel 
ősezes tAelnnek "gyest é; 	,14511114 , '4%— ' 
A 	L fit a 	 itiaiticeitifink, 	b.aanClk egyesité el halma 
helyett gmetezett-et lat, ek&ity tic 	htilyd gieW13 tranyito' It -at trunk, 
-trir» 	 .; 	 ' norrogilis Inrtékek eaetéhen`devett y ‚a a Lebisgue-teiel kővetkező aliallinositásn : 
' 
t 	le( 	ec' 	P 
n )141" 	k 3 ) 
2.. a, Lemma. 14egven 	 Aomailis algebra ta feted. it 
Jedig_iforniálls 	 Mérték. 	 t4'''. 	‚L' -re néz:ve 
tegrálhaló gag vén yeknek 	 feltelé irányitott natmazon dAiligl_q1Lan sorozata,  
amelyre 	 5- • g 	L 	I) lenng44,-rnaitinem mindenfilt valame ly ;(... 
nézVe . integritthath g  titggvény re.. Ha I 	icon■imLil.  egy /44 -Inérhető f függvénY- 
bez ift‘-m.  me akkor f litintsziLlna.4Jit 
.ald ‚a. 	 -I 
Bizon yl 	s. Konvergáljon az ft. 	integralható függvényekből alkotott, az 
I felfelé trányitoti halm azon definitill 	f 	sorozat egy mérhető függvényhez m. m 
és legyen g olyan integrálhati5 függvény. amelyre tfA 	g 	m. m. minden LE - 
Először nenizonyiljuk. tiogy f inteirtilhatifi. Az ( 	g egyenlőtlenség ugyanis a me] 
ték nortnalitisa miatt egy L -től független 0 -mértéki1 balmazon 	fennall minden 
L 6 I -re. Booől következik 1 hogy. f 	g 	m. s mivel f merlietó. ennől rögtön 
adódik 1,integrdincitősága. 
Legyen 	tetszaeges pozitív szari4 	képezzlik minden L6- I indexre az 
E L 	 (1 4 (x) - 1(x) ?.. 	3 
nalmazi. Nyilván minden Ik inértielő. ebből következik. bogy n 	E 	mérhető. (.4' 1 4- 
na.m. konvergencia ésignormalitása inlet pedig 	L e_ 	=. O. Nyilván  
0 	( 	z. f. I it, (X) 	- f(X) E) tt)((E 	) 	( L E 
'Ea itt --ira iiimeszt k*Pzünki. akkor 	 felhasználdsával azt kapjuk. hogy 
11112).% (ix:if L (X) - f(X) I 4 	) 
fah& az 	! Li (rci soroz.' 	értelemben mértékben tart f-hez. 
Legyen E 	eleme. ekkor 
S- 	t gd», E 	 ' E 
EnDől leolvasható, hogy az f L aiggvénjek határozatlan Integr4 ljai egyenlő mértékben 
41, 
anszolut folytonosa 	nézve. ami azt 	hogy mindem pozitiv 	—hoz 
megadható olyan pozitiv 	.szám ugy. hogy ha 	)0.• (E) 	cr 	akkor 
kil. du-KE I)& E L 	- 
Legyen E tetszőleges pozitiv. szilm. Alkossuk meg minden 	indexpárra az 
E  t4 =  IX 	Il (X) m f6c) 7 % L 
mérhető halmazokal. Legyen 	olyan pozitiv szám9 amelyre igaz, hogy ha E e és 
)0. OD 4 	,akkor 	R 	d zI.A 6.4( 	C. 
Mivel az 	E t 	L6 / sorozat mértékben konvergens, mértékben fundamenttilis 
is. tehát van olyan "C 	index 1-bent, amelyre teijesüt, uogy ha LI i< 	ak- 
kor A (E t.14 ) ir, He mármest 	 -I. 	akkor 
SA, 	k I 47.‘ 6 SE, w q‘- ‘ 4"» 4- S Et 	I c'E/14 
S 122 	et,„ 	E. 
ek.v. 
E tetszőleges volta miatt ebből követzezik, hogy az It j tel sorozat integrálkozépen 
fundamental's. Mivel az L 4 fp inetrikus tér teljes, létezik egy olyan T tategreilhatá 
függvény, amelyhezifJce4 Integrálközépben koovergtil 
d» 40, 
Az fa ct/ sorozat loft kikább tart mértékben T -noz de navel ft. -.‚ 1 (riértékben) 
is 	f 	I m. in. Tonal 5p fdp.ldfi, amiből következik, hogy  Sj23 L , (1/44fdp 
mivel f f„. ilft,Ezzel a lemma bebizonyitothiks 
A következő lemma az általánosabb  értelemben vett Lebesgue-tétel teljesülését biztosítja 
/4- T 	e(r ) szerint ihtegrálokr .  
4. 1,114incis 	trE(P) yaltiezinitségi mérték  normal's. 
B j e Öii y ft 	normális halmazalgebree ezt,inutatia 
Legyes 	p 3 	--mérhetó nalmazoknak valamely felfelé iritayitott sorozata. 
A normalitás hizonyitása végett teltehetjük, hogy 	uarmely két elemével együtt azok 
egyesitesi halm rail is tartalmazz a. Ekkor 	szerint 	is választható felfelé iranyitottnak 
Vegytk 	- 1 felfelé irányitodnak, ekkor 
E) * )14.t. (U 	 I p) 	11—U 	P)V(d 	P PeT 
ric_pt y (P) 	ti.t.( p ) 	raulop‘ 5... pit ( 	p)* 
vagyis /1‘4, normálls. 
Most már itönnyen nebizonyitnattuk a direkt integrálfelbontitsrd vonatkozó tételünkeL 
Legyen T c- 	és tekintsik a a:,), -en kövelkezőkeppen denWL tT függvényt: 
( ((s ) 	tf (1), Nyilván O . irt 4to 	{ • Az trc 	) taggvény mérhető 
barn)* Ar••ira it, c--01;) ) Maw mivel ka 	es: o4. 5 Á Akkor a 24 1. Lemma szertx 
1t e- iff t (eCT)11.4i = 	((6--6;4 	t(P)=1 	11- 
akI P 	valamely 	Anyarlágis projetclAkt. ED641 ás a 0 	tr( 	.4elaciób4 
• 
következikt iwitY a 
rr (T) = 4,4 t(T) dpy 
tategrál létezik bármely T 6- di-4 ÍS yeg esetén. Mittel 4 minden eleme 	-- 
016411 eLti elerneinek liseárts kombinác..idjakeal. a fenti inhagril bármely  T E- 0 
esetk is lé t ezik* igy az ek -» egyefunkciondlt deft:ital. Ez a funkcional Dozitiv, 
imeáris, unit.* invarldne es invariáns q _re. Ez következik a lerf(ti funkcionálok 
hasonló tulajdonsitgalből, valaniint az iniegr:ái pOzitivitilsásél ée 1tnearttitsén14 Tektuteiik 
most et,4 elernetnek valamely ES  c, 3 (6 I,  ) Slegkisebb felső korlethal rand 
''z& telfeié trituyitott nalrnazák Ekkor ),, ,t, és tee, norrnalltáse mist 82 	Lemma, 
alapján fenaállnak a 
40 (S) u 	.C1)4 (f (s) 4,1.. 1, v Apt sup if (s i, ) 11. it -,-- c 
a 	sei Lc (S' ) 941. zt 4uoift (1/ (V 
egyenlőségek. amt at Am,. hogNormtilias 1(.01rd0 lloii i?. (I) z. 	y (I) d )4 4( 
tr, 	Se dpitt.:: 4, Tentitg, összegezve az eddigieket )  
Legyen mlost p E- e4.. (;7 	valamely 	-in vanans projekció.  ekkor 
■f(I).) ::: A,17.4 ft(P ) i d 	-pit 	0 ii, -.2 (r (p); s, 
(emit i értéke eel 	—Invariant:I projekegisan m egegyezik ir, értékével* lgy laaz 
a 43. tétel alapján a következő 
2* . 4* Plied. fla v-e . t..,,T , (z ) akkor 
-M X .1;tpi (IL (T) 4,11.. r . 
4 le, Megtegy zés. Az altalunk megadott Ally mérték a iegszükeou mindazon if:. iele 
ifirtelinetéti nértékek között, amelyek szerint lehetséges az Inteirálfelbontés. Legyen ugyt 
tevibbit jegyen P(E CO ) g . Invariáns projekcieAdig egy olyan itwri,lt 
ri felt% amely szerint lehetséges ir integrálfelbonhiss. EktorAearlzi 0 IA ( "P),  
z.- fe (c (p) dic crli-tx T ). Cs eppen ezt akertuk bebizon yitar4 
I 	P 
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